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Problema 1. (Culegere 785) Fie f : R — R, definita prin f(x) = 2° + ax, unde a este un parametru
real. Determinati valoarea parametrului a astfel incat graficul functiei f sa fie tangent axei Ox.

Solutie:
Deoarece graficul functiei f este tangent axei Oz avem f(z) =0 si f/(z) = 0. Rezolvim sistemul:

Avem sistemul:

3 +ar=0 2 +ar=0
322 +a=0 a = —322,

ce ne conduce la solutia (z = 0,a = 0). Raspuns D

Problema 2. (Culegere 832) Fie a € R si fie functiile f, g : (—1,00) — R definite prin
f(z) = ax® + z si g(x) =In(1 + ).

Se cere multimea valorilor lui @ pentru care graficele functiilor f si g au tangenta comuna intr-un punct
comun.

Solutie:
Folosim: conditia de tangenta a graficelor functiilor f si g in punctul de abscisa x( este:

{ f(x0) = g(z0)
f'(w0) = g'(z0).

Astfel avem:

2 _
ar +:cfln(11+x) - ar? +x =1In(l +z) ar? +x =1In(l +z)
200+ 1= 12 2ax+1)(1+xz)=1 x(2ax +2a+ 1) = 0.
T

Observam ca x = 0 conduce la obtinerea in prima ecuatie a unei identitati adevarate pentru orice a € R.
Prin urmare, a € R. Raspuns E

(x+1)3

Problema 3. Fie functia f: R = R, f(z) = poa——
2 —



(Culegere 362) Ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul in care graficul functiei intersecteaza
axa Oy este: y —4x — 1 = 0. Raspuns C

Solutie:
Ecuatia tangentei in punctul M (xo, f(z0)) ce apartine graficului functiei f este:

y— fzo) = f'(z0)(z — z0).

Determinam coordonatele punctului in care graficul functiei intersecteaza axa Oy. Astfel x = 0, iar
f(0)=1si M(0,1).
Derivata functiei, adica
r+1)2%(z—2)?
fay = D2
(x2 =z +1)

ne conduce la f'(0) = 4.
Ecuatia tangentei la graficul functiei in punctul M (0,1) este:

y—l=4dr<—=y—4x—-1=0.

(Culegere 363) Ecuatia normalei la graficul functiei f in punctul in care graficul functiei intersecteaza

1
axa Oy este: y + Zaz —1=0. Raspuns D

Solutie:
Deoarece tangenta si normala sunt drepte perpendiculare, avem f’(0) - my = —1, de unde
1 1
my = — =—-.
YToro 4

Ecuatia normalei in punctul M(0,1) este

1
y—lsz-aL%:)y—i—Zx—l:O.

Problema 4. Sa se determine abscisa ¢ a unui punct in care tangenta la graficul functiei f : R — R,

T+ 2
fa)y={ 2 "=0
Vi+tax, x>0
sa fie paralela cu coarda ce uneste punctele de abscise 1 = —4, x5 = 3.

Solutie:
Punctele de abscise 1 = —4, xo = 3 sunt A(—4, f(—4)) si B(3, f(3)). Problema constd in a determina un
punct de abscisa ¢ de pe graficul functiei f astfel incat tangenta in acel punct sa fie paraleld cu coarda AB.
Teorema lui Lagrange. Daca f : I - R, a,b € I cua < b, f este continud pe [a,b] si este derivabila pe
(a,b), atunci exista cel putin un punct ¢ € (a,b) astfel incat

=1, /(04) = lim VI+z =151 /(0) = 1

avem cd functia f este continua in = 0 si concluziondm ca ea este continua pe [—4, 3].



Prin derivare obtinem:

s
a
~—
I
[\
—

x> 0.

2/1+z’
Deoarece

1 1 1
"0_)==si f/(04) = lim ——— = =

1
deducem ci exista lin}) fl(z) = 3 si astfel f este derivabild in 0 cu f/(0) =
xr—r

N |

Din Teorema lui Lagrange avem existd punctului ¢ € (—4,3) astfel incat tangenta in punctul de abscisa
¢ e paralela cu coarda AB, adica

f('?’)_f(_4)_ ! ! _3
3_7(_11)—]0(0)@]0(0)—?
Prin urmare ¢ ¢ (—4, 0], iar ecuatia
1 3
Wl+ce T

13
d la c=— €(0,3).
ne conduce la ¢ = oo (0,3)

Problema 5. Sa se determine limita urmatoarelor siruri:
“ 1
(1) an = ];2 k:lnk;

(i) an = > ka* z e (-1,1).
k=1

Solutie:
(i) Pentru orice k = 2,n consideram functia f : [k, k + 1] — R definitd prin:

f(z) =In(lnz), Vz € [k, k + 1].
Observam ca f verificd ipoteza Teoremei lui Lagrange. Astfel, exista ¢, € (k, k + 1) astfel incat

fk+1) = fk)

k+1—k :f/(ck)a
adica L
flk+1) = f(k) = enln(cr)’

Deoarece ¢, € (k,k + 1) are loc dubla inegalitate:
kln(k) < cxIn(ex) < (k+1)In(k + 1),
iar
1 1 1
< < .
(k+1DIn(k4+1)  cxgln(ex)  kln(k)

Asadar, . .
(k+1)In(k + 1) <A1 = k) <




Insumand dupa k = 2, n obtinem:

n n 1
kzﬁ k+1) lnk+1) SRR ICRD Bywwr:

k=2

Deoarece
nh—>Holo (f(n +1)— f(Q)) = lim (ln(ln(n +1)) —In(In 2)) = o0,

n—r oo

din ultima parte a inegalitatii de mai sus avem:

lim a, = lim
n—o00 n n—>ook . k n k)

(ii) an = Z k2" pentru orice z € (—1,1). Dar,
k=1

kak:x+2x2+3x3+4x4+~--+nw”
k=1

=x(1+22+ 322 + 42> + -+ na" )
=z(l+z+a®+2°+2' +-- +2")

1 — gnt!
- ( 1—=x )
 —(n+D2"1—x)+1—z"!
B (1—z)
_ z n+1 n
Intrucat
lim nz"t =05 lim (n+1)2" =0, Vo € (—1,1)
n— 00 n— oo
deducem ca .
B = T a2

Problema 6. Se considera functia f : R — R, f(z) = €2*(22 + x +m), unde m este un parametru real.
1
(Culegere 757) f este monotona pe R daca gi numai dacad m apartine multimii [5, oo). Raspuns E

Solutie:
Determinam
f(x) = e**(22° 4+ 4o +2m + 1).

Ecuatia f/(z) = 0 conduce la
20° + 4z +2m+1=0.

Pentru ca f sa fie monotona discriminatul ecuatiei verifica inegalitatea

A <0,

adica
8 —16m <0,



1
ce conduce la m € [5, oo).

1
(Culegere 758) f are doud puncte de extrem dacd gi numai daci m apartine multimii: ( — 00, 7>.
Raspuns A
Solutie:

Pentru a avea doua puncte de extrem, ecuatia
flz)=0

1
trebuie s admitd doud radacini reale gi distincte. Astfel A > 0, asigura ca m € ( — 00, 5)

Problema 7. (Culegere 786) Fie f : R — R, f(x) = 2° + axz, a este un parametru real.

Pentru a = —3, numarul punctelor de extrem local ale functiei g(x) = |f(z)|, € R este: 5. Raspuns E
Solutie:

Functia g(z) = |z(2? — 3)|, oricare ar fi z € R.
Stabilim semnul expresiei z(z? — 3) cu ajutorul tabelului de mai jos.

x| 0o /3 0 V3 00

x| ---0 +++ +++
2?3 +++ 0 - -0 4+++4
z(z% - 3)| --- -=-0 ++40 ---0 +++

Folosind explicitarea modulului avem

—23 + 3z, € (—00,—V3]

23 =3z, xc(—/3,0]
g(x) = _..3

x° + 3z, € (0,vV3]
3 -3z, x¢c(V3,00)
Derivata functiei g este:

—322+3, x€(—o00,—V3)

g'(z) =

-322+3, x€(0,V3)
322 -3, x¢€(V3,0),
iar ecuatia ¢’(z) = 0 conduce la radacinile —1 si 1.
Pentru determinarea numéarului punctelor de extrem folosim tabelul de variatie:

(

322 -3,  z€(—/3,0)
(
(

x| -0 3 -1 0 1 V3 400
g@| --- e +++0 --- Py FH4+0 --- Ol
g(z)] +oo (O 2 N0 2 N0 S0

Astfel, numéarul punctelor de extrem este 5.




—
[

1
Problema 8. (Culegere 713) Functia f : R — R, f(z) = / |t — z|®dt are valoarea minimé pentru x
0
1
egal cu: ok Raspuns C
Solutie:
Distingem urmatoarele situatii:

e Dacd x <0, atuncit —x >0si |t —z| =t — x.
e Daciz > 1,atuncit —z <0si|t—z| =z —t.

e Dacd = € (0,1) avem:

t—x, dacat>ux
[t — x| =

r—t, dacat<ux.
Astfel pentru:

o 1z <0,
! (t—o)*r  (1—2)* -2t
f@) = [—apa= ] = B2
e r>1,
! —(z—-t)*r 2t —(x-1)*
fla) = [ = tpar = | - 2=
e z€(0,1),

f(x) /O’C(x—t)SdtJr/ (t— 2)3dt = —(z —t)*

1+(t—x)41 rt 4+ (1 —a2)*
4

0 4 T o 4
Se determina
322 — 3z +1, daca = € [1,00)
f'(x) =14 223 —32%2+3z—1, dacix € (0,1)
32243z -1,

dacd z € (—00,0].



1
Ecuatia f/(z) = 0 admite o unica solutie x = 3 iar tabelul de variatie corespunzator functiei f este:

x| -0 0 z 1 +00
F@ == -== --- 0 +++ 4+

@I 40 N\ N\ o3 A S oo,

1
de unde 3 reprezintd un punct de minim.

vvvvv

atunci exista un unic a € (cy, ¢2) astfel incat f(a) = 0.
(Sirul lui Rolle) Fiind data functia f : I — R derivabild pe I, ¢; < ¢a < -+ < ¢, radacini reale ale
derivatei f’, atunci numerele

lim f(.l?), f(Cl), f(CQ)v ’f(cn)a lim f(l‘)

x—inf I z—sup [

in aceasta ordine se numegte girul lui Rolle.
Numarul variatiilor de semn din girul lui Rolle este egal cu numarul radacinilor reale ale functiei f.

Problema 9. Sa se determine numarul radacinilor reale ale ecuatiei:
32" 4 82 — 62 — 24z + 12 =0.

Solutie:
Consideram functia f : R — R cu f(z) = 32? + 823 — 622 — 242 + 12. Ecuatia f’(z) = 0, anume

234222 —x—2=0,
ne conduce la radacinile ¢; = =2, co = —1 i ¢3 = 1. Cum

lim f(z)= lim f(z)=4o0,

T——00 r—+00
girul lui Rolle atagat functiei f este:

x o0 -2 -1 1 4o
girul lui Rolle] +o00 20 25 -7 +oo

Prin urmare ecuatia admite doud radicini reale 1 € (—1,1) si 22 € (1, +00).

Problema 10. Fie functia f : (0,00) — R,

2a
Pentru ce valoare a parametrului a > 0, / f(z)dx ia cea mai micd valoare.
a



Solutie:

2a
Notand cu A(a) = (z)dz avem
2a
z 1
A(a):/a (6+ﬁ)dx
:1;2 1 2a
- (ﬁ B E) a
_ a® n 1
4 2a°
Cum 5
-1
Aa)=24 "=
(="
avem cd ecuatia A’(a) = 0 admite pe a = 1 radicind. Tabelul de variatie corespunzitor este:
al 0 1 +o0 3
A@)]  --- 0 F++ Anin=A1) =

A(a)] +oo \% N 4oo.

Problema 11. (Culegere 506) Determinati
n+3 3
lim n3/ Gde.
n—00 n % 4+ 1

Solutie:

Teorema de medie. Daca f : [a,b] — R este o functie continud, atunci exista ¢ € (a,b) astfel incat
b
/ f(z)dx = (b—a)f(c).

Folosind teorema de medie de mai sus, avem existenta unui punct ¢, € (n,n + 3) astfel incat

3

n+3 3 3
X Cn Cn
T dr=(m+3-n) - —3. .

/n 26 +1 z=(n+ n) b +1 b +1

Deoarece 5
n? < e (n+3)
(n+3)°4+1 " ¢S +17 nb+1

b

folosind teorema clegtelui

3 6 n3 3 3 3 3
T LA T il )
n—oo (n4+3)° 41 ~ nooo 8 +1 " nooo nb41
obtinem
nh_)néo 3n3 - cncf‘n—i— 1= 3. Raspuns E

Problema 12. (Culegere 512) Determinati

1 [*1In(1
fim L [ O+ )
t=0t J; sin x

dx.



Solutie:
Din teorema de medie avem existenta unui punct ¢ € (¢,2t) astfel incat

/2t In(1 +x)dyc — 2ty In(l+c¢) . In(1 + c).

sinx

sin c sinc
Intrucat ¢ € (t,2t) it — 0, avem ¢ — 0 si

1 [*In(1 1 In(l In(1
lim — 7n(.+x)daczlimf-t-7n(,+c):limin( o). .c
=0t J, sinx t—0 ¢ sin ¢ t—0 c sin ¢

= 1. Raspuns C

Problema 13. (Culegere 514) Determinati
n+1 dx
lim / —_—_
nooo Joo Vet 4z 41

Solutie:
Aplicdm teorema de medie. Astfel existd ¢, € (n,n + 1) cu proprietatea ca:

1 1

=n+1-n)- = .
( ) Verd+en+1 Ve P +e, +1

/7L+1 dr
n \% 34z +1
Trecand la limita cu n — oo avem ¢, — 00 si

lim

/"+1 dx y 1
_— m ——
nooo [ Wad4ax+1 noo/e3 4o+ 1

= 0. Raspuns B

Problema 14. (Culegere 531) Determinati
31
lim 2 da.
t—=0 Jo: Inz

Solutie:
Cu notatia z = e¥, y = Inz si integrala devine

tln3 2y
e
/ “ay
tin2 Y

Folosim acum: Teorema de medie-II. Daca f,g : [a,b] — R sunt functii continue, g(x) > 0 oricare ar fi
x € [a,b], atunci existd ¢ € (a,b) astfel incat

/a ' fa)ge)dz = (0 / " (@)

Avem ca existd ¢ € (tIn2,¢1n3) astfel incat

tin3 2y t1n31 t1n3 In3
/ e—dy = ezc/ —dy = e*Iny — 2 22
tln2 Y tin2 Y tln2 In2




Prin urmare,

3t
1 1
lim idx = lim e*°In % =1 n3

n—. Raspuns C
t—0 Jou Inz t—0 n In 2

2

Problema 15. (Culegere 508) Fie F': R — R, F(z) = / e’ dt. Atunci F'(2) este: 4¢54. Raspuns A
0

Solutie:
Deoarece functia g(z) = e’ este continui pe R, ea admite primitive. Fie G : R — R o primitiva a functiei
g. Atunci

iar
Prin derivare avem

de unde



